Egzamin z analizy matematycznej 11.2
24 czerwcea 2023, 10:00 - 13:00

Rozwiazanie kazdego zadania nalezy umiesci¢ na osobnej kartce, wyraznie podpisanej imieniem, na-
zwiskiem i numerem indeksu. Nalezy szczegolowo uzasadniac rozwiazania powolujac sie na odpowiednie
twierdzenia udowodnione na wyktadzie lub éwiczeniach.

Maksimum punktow mozliwych do uzyskania za egzamin: 100.

1. (25p) Niech y(t) = (t, t(1 — cost), tsint) dla t € [0, 27| i I’ = 5([0, 27]). Obliczy¢ calke

/(y +z)dz + (z +z)dy + (z + y) dz,
It

przyjmujac orientacje zgodng z parametryzacja .

2. (25p.) Niech M = {(ucosv,usinv.v), uwe€(-1,1), v€ (-mx).}
Obliczy¢
(a) [y, fdoy. gdzie f przyporzadkowuje punktowi z M jego odlegloéé od osi {x = y = 0}.
(b) [,;dz A dy dla orientacji M zgodnej z podanym opisem parametrycznym.

3. (25p.) Niech f : [a,b] — R,bedzie funkcja ciagla, klasy C'! na (a, b), ktéra spetnia warunek
lim, .+ f'(z) = —lim,_,- f'(z) = +o0.
Zalozmy, ze wy,wy: R? — R sa funkcjami klasy C?, a M powierzchnia powstaly przez
obrot wykresu funkcji = f(2) dla z € (a,b), wokél osi {xr = y = 0}. Niech w bedzie
2-forma na R*:

w=uw(y z)dyndz —ws(zr,z) dr Adz + e dr A dy.

[w
M
zalezy tylko od wartosci funkeji f w punktach a,b oraz przyjetej orientacji powierzchni

M. Oblicz te calke dla orientacji M dziedziczonej z dodatniej orientacji R®*, a =1, b = 2
f2)=22/(z-1)2-2)+3+=z

Wykaz, ze wartosé calki

4. (25p) Niech A C [0, 1] bedzie zbiorem A;-mierzalnym. Dla kazdego a € A oznaczmy przez
P, te parabole (o pionowej osi), ktéra przechodzi przez punkt (0,1) i jest styczna do osi
OX w punkcie (a,0). Niech B oznacza sume tukow tych parabol laczacych punkty (0,1)
i (a,0). to znaczy

B=J (P.n{(z,y) €R?| 0<z<a})
acA
Udowodnié¢, ze A\y(B) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A (A) = 0.

5. (25p) Niech H* = {(z,y) € R*: z > 0} oznacza prawa poélplaszczyzne otwarta. Dla
dowolnych punktow (a,b), (u,v) € H™ definiujemy ,iloczyn” (a,b)o (u,v) = (au,av+b).
Znalez¢ taka funkcje ciaglta 0: HT — (0, oc), calkowalna na kazdym podzbiorze zwartym
H™, ze dla kazdego punktu p € H™ i dowolnego zbioru borelowskiego A C H* zachodzi
rownosc

to(A) = po(po A),

gdziepoA={pox: x¢€ A}, p,(A)= /g(x)dx.
A



